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Le concept de duration : une pre´sentation heuristique
Par Jacques Bair
Mots cle´s : duration et duration modifie´e ; convexite´ et convexite´ modifie´e ; approximation line´aire ou
quadratique ; situation de´clenchante ; heuristique.
Re´sume´. La duration est fondamentale en mathe´matiques financie`res. Nous la pre´sentons de deux
manie`res comple´mentaires qui sont qualifie´es de classique et d’heuristique. La seconde me´thode nous paraˆıt
originale et bien adapte´e pour amener les e´le`ves a` effectuer un travail de recherche sur un proble`me concret
et pour appliquer de nombreux concepts classiquement enseigne´s dans les programmes de mathe´matiques.
1 Introduction
Au cours de son existence, toute personne rencontre un jour ou l’autre l’univers financier puisqu’elle est
(ou peut eˆtre) confronte´e a` un cre´dit, un emprunt hypothe´caire, des actions, des obligations, . . .
Les me´canismes financiers sont souvent assez sophistique´s, parfois re´serve´s a` des spe´cialistes. Ne´anmoins,
leurs principes de base font appel a` des mathe´matiques e´le´mentaires et classiques figurant dans les pro-
grammes de l’enseignement secondaire ; ils pourraient de`s lors eˆtre avantageusement aborde´s dans la for-
mation mathe´matique de nos jeunes. D’une part, les e´le`ves recevraient ainsi des connaissances scientifiques
qui leur permettraient, le cas e´che´ant, de ne´gocier des contrats inte´ressants et de ne pas se laisser influencer
par des publicite´s pouvant trop favoriser les organismes financiers. D’autre part, le professeur trouverait des
applications concre`tes et motivantes pouvant illustrer certaines matie`res plus the´oriques et abstraites.
Nous nous inte´ressons dans cet article a` la the´orie des obligations. Celle-ci repose sur les principes de
la capitalisation et de l’actualisation qui sont notamment pre´sente´s dans [3]. Pour la bonne compre´hension
de ce texte, rappelons que la valeur d’un meˆme capital e´volue au cours du temps. Si celui-ci vaut C0 au
moment initial t = 0 et que le taux d’inte´reˆt est e´gal a` r, le capital en un temps t quelconque est e´gal a`
Ct = C0 × (1 + r)
t ; si t est positif, auquel cas on se re´fe`re au futur par rapport a` l’instant initial, la valeur
de de´part sera augmente´e des inte´reˆts ge´ne´re´s pendant la pe´riode du placement, ceux-ci e´tant suppose´s ici
compose´s en ce sens qu’ils rapportent eux-meˆmes des inte´reˆts : c’est le principe de capitalisation. Par contre,
si le temps t est ne´gatif, ce qui revient a` conside´rer le passe´ par rapport au temps initial, la valeur Ct,
qualifie´e d’actualise´e, e´tait moins importante que C0 puisque cette somme est alors multiplie´e par le facteur
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(1+r)−t
qui est infe´rieur a` 1 : c’est le principe d’actualisation.
Dans un premier temps, nous rappelons succinctement comment est introduite classiquement la duration
d’une obligation ; cette pre´sentation avait e´te´ re´alise´e en de´tail dans [1].
Puis, nous de´veloppons plus longuement une approche inhabituelle de ce concept : elle est introduite
d’abord sur un exemple de´taille´ avant d’eˆtre ge´ne´ralise´e ; elle se veut heuristique en ce sens qu’elle favorise
la de´couverte progressive de ce qu’est re´ellement cette notion.
Nous concluons cet article en comparant les deux approches, classique et heuristique, d’un point de vue
pe´dagogique et a` la lumie`re de notre expe´rience personnelle.
2 Rappels sur la pre´sentation classique
Revenons brie`vement sur la manie`re dont la duration est le plus souvent pre´sente´e. Comme, dans la
suite, nous de´veloppons en de´tail un exemple nume´rique, nous nous contentons ici de rappeler les principales
de´finitions donne´es dans [1] et de pre´ciser les notations qui sont utilise´es ulte´rieurement ; des applications
concre`tes peuvent eˆtre trouve´es dans l’article cite´ ci-dessus ainsi que dans d’autres re´fe´rences reprises dans
la bibliographie.
Nous allons e´tudier une obligation. Il s’agit d’une valeur mobilie`re repre´sentative d’un emprunt contracte´
par une socie´te´ ou un pouvoir public aupte`s de plusieurs preˆteurs, appele´s des obligataires, pour une dure´e
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et un montant de´termine´s. Sa dure´e de vie, encore appele´e sa maturite´, est note´e M et est suppose´e entie`re.
Elle donne lieu a` des coupons annuels qui sont proportionnels au montant inscrit sur le titre et baptise´ la
valeur nominale V , le coefficient de proportionnalite´ e´tant le taux nominal τ . Elle est remboursable in fine
et au pair, c’est-a`-dire au terme de la M e`me anne´e et a` sa valeur nominale. Elle est caracte´rise´e par son prix
P qui est, par de´finition, la somme des valeurs actualise´es des sommes engendre´es par le contrat sur la dure´e














ou` At = V × τ pour t = 1, . . . ,M − 1, et AM = V (1 + τ).
Supposons dore´navant le taux du marche´ r variable. Le prix P varie en sens inverse, ce qui s’explique






tAt (1 + r)
−t−1 < 0
Cette de´rive´e premie`re est e´troitement relie´e au concept e´tudie´ dans cet article.
On appelle duration de l’obligation la date moyenne, note´e D, a` laquelle le de´tenteur percevra les flux
mone´taires auxquels son obligation lui donne droit. En d’autres termes, D est la vie moyenne des flux
actualise´s (par rapport a` la date initiale du contrat) au taux du marche´, les poids de ponde´ration e´tant les




















De la sorte, on a Dm = −
D











3 Une nouvelle pre´sentation
Nous allons pre´senter le concept de duration d’une autre manie`re, en partant d’un exemple (simple et
fictif). Pour exposer cette me´thode, nous nous sommes inspire´ de l’article [7] .
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3.1 Exemple nume´rique
Inte´ressons-nous a` une obligation de valeur nominale 1000 unite´s mone´taires, remboursable in fine et au
pair, de maturite´ 4 ans, assortie d’un taux nominal de 3 % ; au de´part, nous supposons que le taux du marche´
est aussi e´gal a` 3 % et qu’il est suppose´ constant pendant la dure´e du contrat. Concre`tement, l’obligataire
recevra un coupon de 1000 × 0, 03 = 30 unite´s mone´taires a` la fin de chacune des quatre anne´es suivant le
moment initial et, de plus, la valeur nominale de 1000 unite´s mone´taires lui sera rembourse´e a` la date de














Ceci n’est rien d’autre que le prix de l’obligation au taux du marche´. Ainsi, lorsque les taux nominal et
du marche´ co¨ıncident, il y a bien e´quilibre entre les cashs flows actualise´s (au de´but du contrat) positifs et
ne´gatifs ; de fait, la valeur preˆte´e au temps t = 0, et qui est une somme ne´gative pour l’obligataire, vaut la
valeur au temps t = 0 de la totalite´ des montants positifs que recevra le preˆteur, c’est-a`-dire la somme des
coupons annuels et du remboursement final actualise´s au moment initial.
Lorsque le taux du marche´ augmente (resp. diminue), le prix de l’obligation diminue (resp. augmente).




























Envisageons a` pre´sent la revente potentielle du contrat a` diffe´rentes moments. La valeur de l’obligation
en un temps t arbitraire (compris entre le moment initial et la date de maturite´) et au taux du marche´ r,
s’obtient, dans la the´orie de l’inte´reˆt compose´, en multipliant la valeur initiale par le facteur (1 + r)t, de
sorte que la valeur correspondante, note´e Vt (r) est donne´e par
Vt (r) = f (r)× (1 + r)
t = F (t, r)
En particulier, la valeur au temps t = 1 se compose de la somme du premier coupon (au moment de
l’e´valuation) et des valeurs actualise´es (en ce meˆme temps t = 1) des autres coupons et du remboursement ;
en formule









Semblablement, la valeur au temps t = 2 s’obtient en ajoutant la valeur capitalise´e du premier coupon au
moment de l’e´valuation, du coupon ainsi que des valeurs actualise´es (en ce meˆme instant t = 2) des deux
derniers coupons et de la valeur nominale rembourse´e, soit






Plus ge´ne´ralement, si nous faisons varier a` la fois le taux du marche´ r et la date t de revente du contrat,
nous obtenons le tableau suivant
Vt (r) = F (t, r) t = 2 t = 3 t = 4
r = 0, 02 1080,02 1101,62 1123,65
r = 0, 03 1060,9 1062,73 1125,51
r = 0, 04 1042,34 1084,03 1127,39
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Nous pouvons constater que
a) a` taux r constant (ce qui revient a` se de´placer sur une meˆme ligne du tableau), la valeur croˆıt avec
le temps ;
b) a` temps t constant (donc en restant au sein d’une meˆme colonne), la valeur de´croˆıt avec le taux pour
t = 2 et pour t = 3, mais est croissante pour t = 4.
Bien entendu, il est possible de comple´ter ce tableau en calculant la valeur de l’obligation pour des dates non
entie`res, ainsi que pour des valeurs du taux interme´diaires a` celles conside´re´es, des conclusions similaires
aux deux cite´es ci-dessus pouvant eˆtre tire´es. Une telle observation soule`ve la question suivante : existe-
t-il une date D de revente pour laquelle les valeurs de l’actif ne sont pas affecte´es par des variations de
taux ? En d’autres termes, est-il possible de trouver une colonne du tableau e´largi, qui correspondrait donc
concre`tement a` une date t = D, au sein de laquelle les valeurs de l’obligation ne sont ni croissantes, ni
de´croissantes en fonction du taux, mais bien constantes ?
Avant de re´pondre a` cette question, soulevons-en une deuxie`me qui lui semble a` premie`re vue corre´le´e,
mais distincte. Conside´rons cette fois les rendements de l’actif. Pour comprendre aise´ment de quoi il s’agit,
reprenons des donne´es signale´es ci-dessus. Nous avons vu que, lorsque le taux du marche´ passe de 3 % a` 4%,
la valeur de l’obligation apre`s trois ans est de 1084,03. Comme la valeur nominale, estime´e au temps t = 0
est de 1000, l’accroissement de la valeur correspond a` un rendement de l’actif qui se mesure par un taux x
tel que 1000 × (1 + x)3 = 1084, 03, soit x = 1, 08403
1
3 − 1 = 0, 02726. Plus ge´ne´ralement, le rendement x
correspondant a` un temps t pour un taux du marche´ r est tel que






− 1 = Φ(t, r)
En appliquant cette dernie`re formule aux donne´es nume´riques adopte´es jusqu’a` pre´sent, on trouve le nouveau
tableau (en n’y conservant que les cinq premie`res de´cimales) :
x = Φ(t, r) t = 2 t = 3 t = 4
r = 0, 02 0,039238 0,032785 0,029574
r = 0, 03 0,03 0,03 0,03
r = 0, 04 0,02095 0,02726 0,03043
Une observation de ces valeurs nume´riques conduit aux conclusions suivantes :
a) a` taux r constant, le rendement est de´croissant par rapport au temps pour r = 0, 02, est constant
pour r = 0.03, et croˆıt pour r = 0, 04 ;
b) a` temps t constant, le rendement de´croˆıt en fonction du taux pour t = 2 et pour t = 3, mais est
croissant pour t = 4.
A` nouveau, le tableau pourrait eˆtre e´toffe´ par diverses valeurs interme´diaires du temps et du taux, mais
l’examen des valeurs nume´riques obtenues sugge`re cette nouvelle question : existe-t-il une date de revente
pour laquelle le rendement n’est pas affecte´ par des variations de taux ? En supposant que ces deux dates
D et D′ existent, elles pourraient a priori diffe´rer. Demandons-nous alors si elles coincident.
En utilisant par exemple un tableur, on peut obtenir empiriquement une re´ponse aux questions pose´es.
En effet, par taˆtonnements, il est possible de trouver nume´riquement
D = D′ = 3, 82677
On en de´duit que F (D, r) = 1119, 76 pour tout r, auquel cas le rendement est de 0,03, soit le taux du
marche´ initial. Dans le jargon financier, on parle dans ce cas d’immunisation contre une faible variation du
taux d’inte´reˆt.
A` la lumie`re de cet exemple et en reprenant les notations introduites jusqu’a` pre´sent, nous pouvons
traiter le cas ge´ne´ral de manie`re rigoureuse.
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3.2 Raisonnement mathe´matique
Provisoirement, fixons le temps en le notant t0, valeur qui nous est inconnue a` ce stade du raisonnement.
Faisons varier le taux du marche´ r, de sorte que la valeur de revente en t0 et le rendement correspondant
apparaissent comme e´tant des fonctions de la seule variable r ; elles sont de´finies respectivement par
f(r) = F (t0, r) = V0(r)× (1 + r)







Nous recherchons donc un instant t0 tel que les fonctions f et φ cessent d’eˆtre de´croissantes sans eˆtre
encore croissantes et sont de`s lors constantes ; a priori, l’instant relatif a` f peut diffe´rer de celui pour φ.
En termes mathe´matiques, la constance d’une fonction se traduit (sous des hypothe`ses qui sont ici




























On constate aise´ment que
f ′(r) = 0⇐⇒ φ′(r) = 0
De`s lors, l’instant cherche´ est unique : il s’obtient en re´solvant l’e´quation, en l’inconnue t0, obtenue en















t× pt ou` pt =
At
P × (1 + r)t
On retrouve ainsi la duration qui a e´te´ pre´sente´e dans la section pre´ce´dente. On peut donc effectivement en
conclure que D = D′ = t0.
4 Comparaison des deux pre´sentations
Nous avons pre´sente´ succinctement deux fac¸ons diffe´rentes d’introduire le concept de duration : d’une
part, nous avons rappele´ la me´thode classique analyse´e en de´tail dans [1] et, d’autre part, nous avons
de´veloppe´ plus en profondeur les de´buts d’une nouvelle me´thode qualifie´e ci-dessus d’heuristique. Bien
entendu, dans les deux cas, le proble`me e´tudie´ aurait pu eˆtre pre´sente´ plus ou moins directement, notamment
en partant d’un meˆme exemple concret servant de ≪ situation de´clenchante≫ ; par ailleurs, des prolongements
the´oriques et approfondissements similaires auraient pu comple´ter les deux e´tudes.
Sans tenir compte du degre´ de profondeur choisi, un professeur, amene´ a` enseigner cette matie`re, pourrait
se demander laquelle des deux me´thodes doit eˆtre privile´gie´e. Il est clair que son choix doit eˆtre effectue´
en fonction du contexte particulier dans lequel s’inse`re son enseignement et doit tenir compte de multiples
parame`tres de´pendant de ses connaissances personnelles et du temps pouvant eˆtre consacre´ a` la matie`re,
mais e´galement lie´s au programme d’e´tudes, aux aptitudes, aux motivations et aux gouˆts de ses e´le`ves, . . . Au
surplus, l’adoption de l’une de ces deux me´thodes peut aussi eˆtre influence´e par la nature du travail que le
professeur souhaite proposer a` ses e´tudiants.
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Nous allons fournir quelques arguments relatifs a` ce dernier propos en comparant les deux me´thodes a`
la lumie`re de notre expe´rience professionnelle. Pour souligner la subjectivite´ de notre analyse, la fin de ce
texte est re´dige´ au moyen de phrases dont le sujet est a` la premie`re personne non plus du pluriel mais bien
du singulier.
Pendant de nombreuses anne´es, j’ai enseigne´ la me´thode classique a` de futurs inge´nieurs de gestion ;
c’e´tait dans un cours sur la mode´lisation mathe´matique figurant au programme de la deuxie`me anne´e des
e´tudes organise´es a` l’Universite´ de Lie`ge. Je suivais alors la progression suivante :
1. introduction du contexte, du vocabulaire, des notations et des hypothe`ses ;
2. pre´sentation d’un exemple concret ;
3. expose´ du proble`me the´orique e´tudie´, a` savoir l’e´tude de la variation du prix en fonction du taux du
marche´ ;
4. calcul de la de´rive´e de la fonction donnant le prix par rapport au taux ;
5. constation de l’intervention d’une moyenne ponde´re´e dans la de´rive´e de cette fonction ;
6. de´finition et interpre´tation du concept de duration ;
7. application de la duration pour donner une estimation (line´aire) du prix, avec introduction de la
duration modifie´e ;
8. calcul de la de´rive´e de la duration par rapport au taux ;
9. constatation de l’apparition d’une variance ponde´re´e dans la de´rive´e seconde du prix ;
10. introduction et interpre´tation du concept de convexite´ ;
11. application du concept de convexite´ pour donner une estimation (quadratique) du prix, avec introduc-
tion de la convexite´ modifie´e ;
12. exemple concret avec interpre´tation des re´sultats.
Il me semble que les e´tudiants n’e´prouvaient aucune difficulte´ particulie`re avec cette matie`re dont ils
maˆıtrisaient les pre´-requis de base ; au surplus, ils semblaient inte´resse´s de voir que les concepts mathe´matiques
appris ante´rieurement e´taient utiles pour re´soudre un proble`me concret rencontre´ dans un domaine vers le-
quel ils se destinaient professionnellement. De mon coˆte´, je trouvais aussi cette matie`re motivante a` pre´senter,
pour les motifs e´voque´s ci-dessus (tout en restant bien conscient du fait qu’un ≪ de´calage motivationnel ≫ est
toujours possible) ; j’appre´ciais particulie`rement son e´volution que je trouvais progressive et logique. A´ la
re´flexion, je trouve que cette pre´sentation convient bien pour un enseignement de type ex cathedra, en ce
sens qu’elle est fort directive : c’est effectivement l’enseignant qui dicte le plan a` suivre et les e´le`ves sont
invite´s a` suivre assez passivement les diffe´rentes e´tapes de l’expose´.
Pendant ma carrie`re active, j’ignorais la nouvelle me´thode propose´e dans cet article. En conse´quence, je
ne l’ai e´videmment pas enseigne´e. Il m’apparaˆıt aujourd’hui que cette nouvelle pre´sentation me´riterait d’eˆtre
expe´rimente´e aupre`s d’e´tudiants, car elle peut se faire en suivant inte´gralement le plan donne´ ci-dessus, mais
en y intercalant les points suivants qui me paraissent inte´ressants au niveau de la formation des e´tudiants :
- 3bis construire les tableaux donnant les diffe´rentes valeurs de revente de l’obligation et les rendements
correspondants ;
- 3ter se rendre compte que l’on cherche un temps pour lequel les valeurs et les rendements restent
constants ;
- 3quater calculer, puis annuler les de´rive´es des fonctions donnant les valeurs de revente et les rende-
ments ;
- 4bis re´soudre l’e´quation obtenue en annulant la de´rive´e de la fonction donnant les valeurs de revente.
Il me semble aujourd’hui que l’apparition de ces points additionnels peut motiver l’introduction des items
ulte´rieurs, ce qui rend probablement la me´thode plus heuristique : elle invite les e´tudiants a` devenir plus
actifs dans la recherche de la re´ponse aux questions qu’ils peuvent se poser, a` relier un proble`me concret
a` des concepts mathe´matiques e´tudie´s ante´rieurement, a` eˆtre aussi bien cre´atifs (pour trouver une re´ponse
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nume´rique) que rigoureux (graˆce a` une de´monstration ge´ne´rale et incontestable). Au surplus, cette approche
posse´de, a` mon avis, trois caracte´ristiques inte´ressantes d’un point de vue psychologique :
a) elle constitue un ve´ritable de´fi en ce sens qu’apre`s la construction des deux tableaux, on ne sait pas trop
comment proce´der bien que l’on dispose pourtant d’objectifs tre`s clairs (en termes d’immunisation) ;
le passage du proble`me concret a` la the´orie mathe´matique ade´quate est de la sorte facilite´ ;
b) elle n’est ni trop facile, ni trop difficile pour les e´tudiants ; elle leur offre des opportunite´s de mettre en
œuvre des compe´tences acquises lors de leur formation mathe´matique ante´rieure, ce qui est assure´ment
motivant ;
c) elle favorise un feed-back imme´diat car un controˆle instantane´ de la validite´ des re´sultats est possible ;
de plus, un tel controˆle peut eˆtre re´alise´ au moyen de deux types de raisonnements comple´mentaires, a`
savoir, d’une part, un raisonnement plausible 1 en obtenant une re´ponse nume´rique par taˆtonnements,
puis un raisonnement de´monstratif par le traitement mathe´matique du proble`me.
Or, d’apre`s les recherches de Mihaly Csikszentmihalyi 2 datant de la fin du sie`cle dernier, ces trois ca-
racte´ristiques (de de´fi, d’opportunite´ et de feed-back) sont des conditions essentielles et ne´cessaires pour
re´aliser une ≪ expe´rience optimale ≫ qui de´bouche ge´ne´ralement sur une sensation de ≪ flux 3 ≫. Ces meˆmes
travaux de psychologie ont e´galement mis en e´vidence le fait suivant (d’apre`s [5], p. 103) : entrer en flux
procure du bonheur !
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1. D’apre`s la terminologie de Polya [6], on peut classer les raisonnements en deux cate´gories en fonction de la nature de la
conclusion tire´e. Lorsque celle-ci est probable, le raisonnement est plausible et lorsqu’elle est certaine, il est dit de´monstratif.
2. Il est le fondateur de la psychologie positive.
3. Le flux (the flow en anglais) est un e´tat mental atteint par une personne qui est comple`tement absorbe´e dans son
occupation, au point de ne plus se rendre compte du temps qui passe : elle se trouve alors dans un e´tat maximal de concentration,
de plein engagement envers la taˆche en cours, puis de grande satisfaction quand cette dernie`re est accomplie positivement.
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